LE TRASFORMAZIONI DI LORENTZ

L. G. Molinari

1 Riferimenti Inerziali.

La relativita speciale si ambienta nello spazio-tempo. Esso ¢ un continuo di
punti (eventi), rappresentabili biunivocamente in punti di R*, che ne fissano
le coordinate. La mappa biunivoca attribuisce a ogni evento quattro numeri
x#, costituenti il vettore colonna z, e identifica un sistema di riferimento.
La velocita finita di propagazione dei segnali attribuisce allo spazio-tempo
una struttura causale intrinseca, indipendente dal riferimento. A ogni
evento E ¢ associata una partizione dello spazio tempo in tre regioni: il
futuro, il passato e il presente dell’evento. Gli eventi nel futuro di £ sono
quelli che possono essere raggiunti da un segnale emesso in E. Nel passato
di E sono gli eventi che sono sorgenti di segnali rilevati in E. Gli eventi nel
presente di £ non hanno alcun nesso causale con F. L’individuazione delle
ragioni causalmente connesse e pertanto legata alla nozione di traiettoria, o
linea di universo di una particella. Una traiettoria ¢ un insieme ordinato di
eventi F(s), s € R; eventi successivi a un evento sono per definizione nel
futuro di questo. Eventi precedenti, s’ < s, appartengono al passato di E(s).

In un sistema di riferimento inerziale le traiettorie e la struttura causale
hanno una struttura semplice:
1) le traiettorie di particelle libere sono descritte da rette in R*

—

F="a"+b, |7 <c
C

2) il futuro e il passato di un evento di coordinate inerziali z sono rap-
presentati negli insiemi C*(z) = {y|y® > 2%, (y° — 2°)%? — || — Z||> > 0} e
C~(z) = {yly°® < 2° (y° — 2°)% — |7 — 7||* > 0} (la norma in R & quella
euclidea).

Si mostra che C*(x) sono coni opposti con vertice in x. La frontiera
(cono di Iuce) dei due coni causali ¢ data dai raggi di luce passanti per E,
con equazione (y° — 2%)% — || — #||?> = 0. Dalle due proprieta segue che se =
¢ un sistema di riferimento inerziale, anche il sistema traslato 2’ = x —a ¢
inerziale.

E utile introdurre una nozione di distanza lorentziana per i riferimenti
inerziali:

d(z,y) = (2" —y°)* = |7 = 9II* = (@ —9)'G(z —y)



dove GG e la matrice metrica, diagonale, con elementi non nulli Gog = 1 e
G“‘ = —1.

Si dimostra che due diversi sistemi di riferimento inerziali con la stessa
origine sono connesse da una trasformazione lineare invertibile

"= A (1)
che lascia invariante la matrice metrica:
GpoAp,quu = G;w (2)

Esse formano il Gruppo di Lorentz.

Le pit generali trasformazioni di coordinate inerziali comprendono anche
le traslazioni dell’origine, e formano il Gruppo di Poincaré.

Gli elementi di una matrice di Lorentz A sono indicati con A*,, dove
I'indice in alto e detto di controvarianza e quello in basso di covarianza
(I'indice a sinistra e sempre quello di riga). La presenza di coppie di in-
dici ripetuti, uno di covarianza e l’altro di controvarianza, sottintende una
somma, come nel prodotto righe per colonne di matrici: (A[\)“V = A“pf\py.
La matrice trasposta e (A"),* = A*,. La matrice metrica G ha uno status
diverso: isuoi elementi di matrice hanno due indici di covarianza G,,,. La sua
inversa G~! ha elementi con indici controvarianti G*, ed ¢ G,,G* = 4,”.

2 IL GRUPPO DI LORENTZ

Si riscrive la proprieta di Lorentz (2l) mettendo in evidenza 1'usuale posizione
degli indici nel prodotto matriciale, (A*), G ,,A%, = G,,. In notazione ma-
triciale e:

AGA =G (3)

Essa comporta che det A = +1: esiste pertanto la matrice inversa e, per la
@), ¢ A~ = GA'G. Si verifica facilmente che le trasformazioni di Lorentz
formano un gruppo. La condizione di Lorentz comporta anche (A%)% =
Si(A%)? +1 > 1. Questa determina la seguente partizione del gruppo di
Lorentz in quattro classi disgiunte:

£l ={AeL:detA=+1, A% > +1}
£l = {AeL:detA=—1,A%>+1}
LY ={AeLl:detA=—-1, A%< —1}
LY ={AeL:detA=+1 A%< —1}



Le trasformazioni che non invertono I'asse temporale (A% > 1) vengono
dette ortocrone, e formano il sottogruppo O(1,3), dove (1,3) si riferisce alla
struttura diagonale della matrice metrica GG. La classe /31 contiene l'identita
ed e un sottogruppo di £, denominato Gruppo Proprio ortocrono di Lorentz,
SO(1,3). Ogni classe ¢ ottenibile moltiplicando le matrici di SO(1,3) per una
matrice rappresentativa della classe. Per questa ragione procederemo allo
studio dettagliato di SO(1,3). Le quattro matrici rappresentative vengono
scelte diagonali e idempotenti; rispettivamente:

=G () (D (G e

P e la matrice di parita, i suoi elementi di matrice P*, coincidono con quelli
della matrice metrica. T € la matrice di inversione temporale.

La condizione di Lorentz (B) corrisponde a dieci equazioni, che riducono
da 16 a 6 il numero di parametri indipendenti di una matrice di Lorentz. In-
trodotta una ragionevole parametrizzazione, solo le matrici in SO(1,3) pos-
sono essere connesse con l'identita attraverso una variazione continua dei
parametri. Lo studio dell’intorno dell’identita (le trasformazioni infinites-
ime) permette di caratterizzare 'algebra di Lie di SO(1,3) e per molti scopi
questo basta, dato che la mappa esponenziale ricostruisce il gruppo a partire
dall’algebra. Tuttavia, data l'utilita e la semplicita del gruppo, affronteremo
il problema algebrico di caratterizzarne tutti gli elementi, e non solo quelli
nell’intorno dell’identita.

2.1 SO(1,3)

E naturale adottare per le matrici di Lorentz la rappresentazione a blocchi

vod 1 0
A=) e D) )
dove @ e b sono vettori colonna reali a tre componenti, L e I sono matrici reali
3 x 3 (I e la matrice identita). Per SO(1,3) facciamo la richiesta ulteriore
detA=1ey>1.
Si mostra facilmente che se A & una matrice di SO(1,3), anche Af, A~!
e A° = (A")7! sono matrici di Lorentz SO(1,3). Dalla rappresentazione ()
discendono le strutture a blocchi delle matrici:

1t =t
A—lzaAtG:<_’VC_L, L{Z) AC:GAG:<_75 La) (6)

Il significato della matrice A ¢ quello di descrivere la trasformazione delle
componenti covarianti del vettore z: se ' = Ax corrisponde alla eq.(l) che
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coinvolge componenti controvarianti del vettore, si ha (Gz)" = A°(Gx), che
coinvolge componenti covarianti x, = G, x".

Le condizioni (B) affinché A sia una matrice di Lorentz si traducono in
condizioni sui parametri. Dato che esse implicano che anche A & una matrice
di Lorentz, & utile elencare anche le condizioni per questultima (colonna a

destra)
y=VIHBIE =1+
L'b = ~d La= 'yl;_)_) (7)
L'L =1+ aa' LL' =1+ bb
Da esse conseguono: ||@| = ||b]| e (det L)? = ~2 (la sottomatrice L ¢ invert-

ibile). Mostriamo che le equazioni () consentono di ricostruire la matrice L
mediante i due vettori @ e b, e una matrice di rotazione spaziale R, tale che
Rd = b. Infatti, si ponga

ba!

v+1

L=R+ (8)
con R matrice incognita. Le condizioni La = fyl; e L'b = yd comportano
rispettivamente R@ = b e R'b = a. Le condizioni L'L = [+aat e LL! = I+bbt
comportano R'R = RR' = I: la matrice R ¢ ortogonale. Conseguono due
possibili fattorizzazioni di una generica matrice A in SO(1,3):

(7 at) (7 at ) (1 0)(7 (z’t ) (©)
7 = > Raat >
b L Ra }i+m 0 R a 1 7+1
v b'R ) ( ) 1
bbt bbt (1())
(b R+7+1 b 1+7+1

In forma compatta scriviamo:

—

A = AAp(@) = Ap(B)An (11)

Le matrici simmetriche Az(@) e Ag(b), in cui v & espressione in (), sono
denominate boost. Il calcolo diretto mostra che i boost hanno determinante
+1. Se A & una matrice di SO(1,3), deve essere anche det R = 1, e la matrice
R & una rotazione. Pertanto Ag identifica una rotazione spaziale. Le eq.([Tl)
forniscono, al variare di @ € R* ed R € SO(3), la soluzione generale dei
vincoli e quindi la forma di qualunque matrice di SO(1,3). Si puo da ora
verificare che rotazioni spaziali e boost sono essi stessi elementi di SO(1,3).
Le due classi di matrici sono riconsiderate nei prossimi paragrafi.

Per finire, notiamo che 'equazione (B) permette di determinare la matrice
R a partire dai blocchi che compongono A.
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2.2 SO(3)

Le matrici di SO(1,3) con la proprieta v = 1 hanno necessariamente la forma

rn=(y p): (12)

dove R & una matrice di SO(3): R'R = I, det R = 1. Le matrici Ag com-
mutano con le matrici P, T e T P. Si verifica facilmente che le rotazioni si
identificano con le matrici proprie per le quali A = A°.

Per la teoria precedentemente svolta, le rotazioni sono parametrizzabili
mediante un vettore 7y, dove 77 € il versore invariante che individua l’asse
spaziale di rotazione e 0 < ¢ < 7 ¢ 'angolo di rotazione. Le rotazioni hanno
rappresentazione esponenziale

Ag(fip) = e A (13)

dove i generatori delle rotazioni attorno ai tre assi spaziali sono le matrici
antisimmetriche ottenute orlando di zeri i generatori di SO(3)

0 0 0
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
A= 00 —1] = 0 00| M7 1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O
Essi soddisfano la relazione caratteristica del momento angolare
[Ai7 Aj] = Z GijkAk (14)
k

2.3 1 Boost

I boost sono le matrici di Lorentz proprie simmetriche, Bt = B. La simmetria
implica b=adelL =L Le equazioni () si semplificano in Ld = ~ad e
L?* = I + dd', e sono risolte da L = I + d@a'/(y + 1). Un boost ¢ pertanto
caratterizzato dal solo vettore @, ed ha rappresentazione matriciale

ot

O A B R (15)

C‘it
v+1

La matrice inversa Ag(d@)~' = GAp(@)G ¢ simmetrica ed ¢ il boost Ap(—a).
Infine ¢ Ag(0) = I.

Un boost ha una base di autovettori ortogonali in R* (euclideo): due sono di
tipo luce, e due sono vettori spaziali invarianti:

(il_;” > con autovaloriy £ |al, < gO ) con autovalore 1,
1,2

)

bt



I vettori spaziali l;l e l;g possono essere scelti a formare con @ una terna
ortogonale. Sviluppando z nella base, le sue componenti spaziali ortogonali
ad @ non sono modificate dal boost.

Si noti che i boost sono matrici positive, e la formula A = ArAp cor-
risponde alla fattorizzazione polare della matrice A.

2.4 Prodotto di Boost

I1 prodotto di due boost Ag(ad;)Ap(dy) € un boost se e solo se & una matrice
simmetrica, vale a dire Ag(d;) e Ag(dz) commutano. I due boost hanno in tal
caso una base di autovettori in comune, e cido comporta che d@; e dy sono vettori
paralleli. In questo caso la matrice prodotto & il boost Ap(as), determinato
dal vettore colonna ds3 ottenibile direttamente dalle rappresentazioni esplicite
dei fattori. Si trova:

Ap(@)Ap(a@) = Ap(ids + Y2a1) (16)

E’ conveniente introdurre la parametrizzazione @; = 7 sinh 6, e dy = 77 sinh 65,
dove ||7i]] = 1, per ottenere la semplice legge di prodotto

Ap(7isinh 6;)Ap (7 sinh 0y) = Ag(7isinh(0; + 65)) (17)

Essa mostra che i boost lungo una stessa direzione 7 formano un gruppo a
un parametro. Sviluppando per 6 infinitesimo al primo ordine, Ag(0607) ~
I4+ 607 - B+ ... si ottiene il generatore 1i - B dei boost con direzione 7. 1l
vettore B ¢ formato dalle matrici

01 0 0 00 1 0 00 0 1
1 0 0
Bl_o 0 ’32_1 0 ’B?’_o 0
0 0 1

e clascuna matrice e generatore dei boost lungo uno degli assi spaziali. I tre
generatori soddisfano le relazioni di commutazione

BZ,B Ze,jkAk (18)

Per la teoria generale dei gruppi a un parametro, un boost lungo 7 ha
rappresentazione esponenziale

Ap(iisinh §) = B (19)

Per questa ragione scriveremo Ap(7if) in luogo di Ap(7isinh@). 1 boost
lungo i tre assi coordinati, generati rispettivamente da By, By e Bs, sono



detti trasformazioni di Lorentz speciali e, nella parametrizzazione in 6,
corrispondono a rotazioni iperboliche che coinvolgono il tempo e una sola
coordinata spaziale

coshf sinh@ cosh 0 sinh 6
- sinh @ cosh@ - 1
Ap(91) = 1 » As(0)) = sinh 0 cosh @ '
1 1
cosh 6 sinh 6
- 1
Ap(0k) = 1
sinh 6 cosh 6

Esaminiamo ora il caso generico del prodotto di due boost Ag(d;)Ag(ds)
con vettori non paralleli. Esso e fattorizzabile in una rotazione e un boost:
AgrAg(ds), dove il vettore @3 viene letto direttamente nella prima riga della
matrice prodotto dei boost:

@, @ i
L T | T (20)
aq [—Fﬁ a9 [—'—2— bg L3

Y2+1

Si legge inoltre 73 e la matrice R viene ottenuta attraverso I'equazione (). La
matrice R risulta essere una rotazione attorno all’asse ortogonale ai vettori
a, e do, con angolo di rotazione ¢ determinato dalla formula della teoria
generale delle rotazioni, TrR = 1 + 2 cos ¢. Si calcola

a1 x @,]|?

= ) )+ )

(21)

Le formule si semplificano notevolmente nel caso in cui @; e ds siano ortogo-
nali (come nel caso di trasformazioni speciali di Lorentz lungo assi diversi):
ds = @1 + Mdy, cosp = (31 +72) (1 +7172) "

Se Ap(dy)Ap(dy) e ulteriormente moltiplicata a destra per Ag(d), si ot-
tiene ancora un boost.

2.5 Boost e velocita

Il significato geometrico del boost risulta evidente quando esso venga appli-
cato al quadrivettore che descrive una particella di massa m in quiete:

_)t
i orem ) (5)=me(F)
<a [—i—%) 0 a



Si ottiene I'identificazione dei parametri del boost con le componenti tempo-
rale e spaziali della quadrivelocita della particella nel nuovo riferimento

1 —
v =cosh ) = ———— a = nsinhf = ufe

J1-(v/c)? 1— (v/c)?

La componente (Ag)° = 7 coincide con 1'usuale fattore di dilatazione tem-
porale di Lorentz. Si ottiene anche:

(22)

= i tanh (23)

o<y

E’ utile scrivere esplicitamente la trasformazione di coordinate ' = Bx col
parametro di velocita:

1 7] v T
7’ =~ :co—i——Unﬂ, f’zf—l—fyglxojtgil (24)
c c c 14+~

La trasformazione delle componenti spaziali si semplifica quando la velocita
¢ parallela a un asse. Per un boost lungo 1’asse x si ottiene,
oV ! /

:y[szrx], y =y, 2=z (25)

/0

0 =l + Za], o
c

2.6 Boost e rotazioni spaziali

Se Ap & una matrice di rotazione, la matrice AgAg(@)Al; & simmetrica, e
descrive percié un boost. Si verifica facilmente la relazione

ArAp(@)Af = Ap(Rad) (26)

Abbiamo gid mostrato che una generica matrice di Lorentz propria e il
prodotto di un boost e una rotazione

—

A = ApAp(a) = Ap(b)Ar (27)

2.7 L’algebra di Lie

Se nell’equazione (26)) si considera un parametro @ infinitesimo si perviene a
ARBAL, = R'B

Se, ancora, si considera una rotazione di angolo infinitesimo, si ottiene la
relazione tra i generatori dei boost e delle rotazioni

[Ai, B]] = Z eijkBk: (28)
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Essa, aggiunta alle equazioni ([AIY), che qui ripetiamo

AZ, A Z €zjkAk7 BZ, B Z Ez]kAk (29)

caratterizza I'algebra di Lie del gruppo di Lorentz. Le sei matrici A; e B;
sono la base di uno spazio lineare reale di matrici, chiuso per l'operazione
di prodotto di Lie dato dalla commutazione tra matrici (un prodotto di Lie
deve essere antisimmetrico, bilineare, e soddisfare 1’dentita di Jacobi). Tale
algebra, denominata so(1,3), ricostruisce il sottogruppo di Lorentz SO(1,3)
attraverso la mappa esponenziale:

exp: so(1,3) — SO(1,3) (30)

E possibile riassumere I’algebra in una forma compatta. Posto B; = J%,
Ay =JB, Ay =T e A3 = J2, e JW = —J¥! si verifica in primo luogo che
gli elementi di matrice hanno tutti espressione

(JH )P, = GHPSY , — GPPEH, (31)
Calcolando direttamente il commutatore di due matrici J si ottiene
[JHw JP7) = GO JYP — GO JHP + GPP IR — GMP YO (32)

che compendia tutta l’algebra di Lie so(1,3).

In questa esposizione siamo partiti dagli elementi finiti del gruppo per
ottenere 'algebra. Diversamente, a partire dalla proprieta di Lorentz (B)
per U'intorno dell’identita, si ottiene 'algebra (B2) per i generatori e quindi
il gruppo, per esponenziazione.

2.8 Il Piccolo Gruppo (caso massivo)

Sia p il vettore tetramomento, di componenti p*, di una particella massiva

(p° = \/m2c2 + ||p]|?). Le trasformazioni di SO(1,3) che lasciano p invariante,

2
App =p, pz( ﬁ> (33)
p
formano un gruppo, denominato piccolo gruppo associato a p. Per deter-
minare le matrici che compongono il piccolo gruppo osserviamo che il boost
B, = Ap(—p/mc) porta il riferimento in cui la particella ha impulso p'a uno in
cui la particella & in quiete: B,p = p©, dove p®) = (me, 5)t L’equazione (B3)
diviene Apo_lp(O) = Bp_lp(o), cioe BpApo_lp(O) = p0. Le trasformazioni che



lasciano invariante p® sono quelle puramente spaziali, le rotazioni. Dunque
il piccolo gruppo e formato dalle matrici

A, = B, 'ArB, (34)

dove R € una rotazione arbitraria. Queste trasformazioni sono dette rotazioni
di Wigner, e sono generate dalle matrici A;(p) = B, YA, B,. Esse soddisfano
I’algebra del momento angolare

[Ai(P), A;(P)] = ZEkak (35)

e hanno forma esplicita complicata. Non sono matrici antisimmetriche. La
parte simmetrica della matrice A;(p) & (me)™' X4 €60’ By, (dove B sono i
generatori dei boost). Nella combinazione lineare - ff(p) la parte simmetrica
si cancella. Non solo, si mostra esplicitamente che p- ff(p) =p- A. La matrice
D A commuta con le matrici del piccolo gruppo, e genera le rotazioni spaziali
con asse parallelo a p.

Si possono anche introdurre i generatori associati ai boost KB(]?) =
B, léBp che, insieme ai generatori del piccolo gruppo, soddisfano ancora
le regole dell’algebra di Lorentz. Questi ultimi generatori generano 1’insieme
complementare rispetto al piccolo gruppo. Ogni matrice di SO(1,3) am-
mette la fattorizzazione in una matrice complementare per una del piccolo
gruppo: A = A,A.. Questa fattorizzazione fu impiegata da Wigner per la
classificazione delle rappresentazioni del gruppo di Poincaré, associate alle
particelle elementari massive. Si pud effettuare una analoga costruzione per
le particelle di massa nulla.

3 Rappresentazioni lineari di SO(1,3)

Una rappresentazione lineare del gruppo di Lorentz SO(1,3) & una mappa
A — D(A), dove D(A) sono matrici n X n o, piu in generale, operatori lineari
su uno spazio infinito-dimensionale, tali che

D(A1Az) = D(A1)D(A») (36)

La condizione implica D(A™') = D(A)™' e D(1) = 1. Dal momento che
ogni trasformazione di Lorentz e ottenibile come prodotto di una rotazione
spaziale e un boost, A = AgAp, ¢ sufficiente rappresentare queste particolari
trasformazioni.

Con riferimento alla notazione gia introdotta, alla rotazione di Lorentz
spaziale Ag(¢fi) corrisponde la matrice unitaria Dg(p1), e al boost Ag(077)
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corrisponde la matrice Dp(67). Come gia mostrato, le rotazioni e i boost
con direzione 77 formano sottogruppi a un parametro e sono rappresentabili

nella forma B .
Ag(pit) = e A Ap(0i) = P

Come conseguenza dell’eq.(BHl), anche le matrici D corrispondenti formano
sottogruppi a un parametro e ammettono quindi le rappresentazioni

Dr(pii) = e %™ Dp(07) = e 7K

dove J e K sono due terne di generatori, e si ¢ scelto per comodita di intro-
durre il fattore (—i). La regola di prodotto [B8) implica che J e K soddis-
fino un’algebra di Lie reale con le stesse costanti di struttura dell’algebra di
Lorentz. Il prodotto di Lie € in questo caso il commutatore diviso per I'unita
immaginaria:

1 1
z[Jz‘, Ji| = €ijid, ;[Jz‘, K;] = € Ky (37)

1
;[KiaKj] = —Giijk (38)
Poiché la mappa esponenziale ricostruisce il gruppo a partire dalla sua
algebra, la costruzione di una rappresentazione del gruppo di Lorentz puo
convenientemente partire da una rappresentazione dell’algebra di Lorentz.

Le rotazioni saranno sempre rappresentate in modo unitario:
Dy! = Dl = Dp (39)

Cio implica che la terna J e composta da operatori (matrici) Hermitiani e
corrisponde a quantita osservabili: il momento angolare totale. Le regole
di commutazione (B7) che coinvolgono il momento angolare possono essere
dedotte in modo analogo a quanto fatto per il gruppo di Lorentz e discendono
da:

DLKDp=RK,  DLJDp=RJ (40)

che dicono che J e K sono terne vettoriali per il gruppo delle rotazioni.
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3.1 Cenni di classificazione
L’algebra (BBY) si semplifica notevolmente con il cambio di base di gener-
atori:

. L1 .
U=5(J+ik),  V=3(J—iK) (41)

Si ottengono due terne di matrici di momento angolare disaccoppiate:

[Ui, UJ] = 62‘ij/€7 [‘/27 ‘/]] = eijkvlm

: UVI=0 (@)

1 1
1 i
in cui sia U? che V2 commutano con U e V. Prenderemo in considerazione
le rappresentazioni irriducibili dell’algebra, caratterizzate dai due autovalori
di U? e V2. Si danno a questo punto due possibilita, che analizzeremo tra
breve:

1) U e V sono terne Hermitiane. Allora la rappresentazione e finito-
dimensionale, ma non ¢ unitaria per i boost.

2) J e K sono terne Hermitiane. Allora la rappresentazione e unitaria e
infinito-dimensionale.

Ricordiamo che per un noto teorema di Wigner gli stati di un sistema fisico
devono trasformarsi secondo una rappresentazione unitaria del gruppo di
Lorentz. Per quanto affermato nel caso 2), questa & necessariamente infinito-
dimensionale. Le osservabili, o piu in generale gli operatori di campo, si
trasformano in genere secondo rappresentazioni finite, caso 1). Iniziamo con
quest’ultima possibilita.

3.1.1 Caso finito-dimensionale

Se U e V sono Hermitiani, per la teoria generale delle rappresentazioni ir-
riducibili del momento angolare risultano

U? =u(u+1)I, Vi=w(w+ 1),
con (u,v) coppia di multipli interi di 1/2. La rappresentazione (u,v) ha
dimensione finita d = (2u + 1)(2v 4+ 1). Fissata una base, i generatori sono

dati da matrici complesse di dimensione d x d. Una base possibile e quella
in cui le matrici Uz e V3 sono diagonali:

lu,us;v,v3), —u<uz<wu, —v<wvy<w
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La terna J = U + V & ancora costituita da matrici di momento angolare, con
J =43+ 1)Ilej=|u—wv|,...,u+v. Sipuo introdurre la base comune a
J? e Js

lu,v;5,m;), —j<m;<j
legata alla precedente base dalla costruzione di Clebsh-Gordan.

La terna dei generatori dei boost e costituita da matrici anti-Hermitiane,
K! = —K;. Passando alle matrici D: le matrici associate alle rotazioni sono
unitarie, D RD;2 = 1, mentre quelle corrispondenti ai boost sono Hermitiane,
D, = Dp.

Oltre alla rappresentazione banale (0,0) su uno spazio di dimensione 1, le
successive pitl semplici rappresentazioni agiscono su C?:

(1/2,0): U=13,V=0dacuiJ=17e K = L5

(0,1/2): U =0, V:%Gdacui J= %Uel?:—iﬁ.

In entrambi i casi le rotazioni corrispondono alla stessa matrice di SU(2),
mentre i boost corrispondono a matrici Hermitiane tra loro inverse. (1/2,0)
e (0,1/2) sono rappresentazioni del gruppo di SO(1,3) con matrici SL(2,C),
discusse in dettaglio nel paragrafo 5.

3.1.2 Rappresentazioni unitarie

= —

La rappresentazione e unitaria quando entrambi i generatori J e K sono
operatori autoaggiunti. Di conseguenza

o TT T
V =0T, U, Ul]=0

Gli operatori U; sono normali (commutano con ’aggiunto) e hanno una base
di stati ortogonali, ma spettro complesso. Dato che K & una terna vettoriale
per le rotazioni, la costruzione degli elementi di matrice nella base di J? e J3
procede sulla base del teorema di Wigner-Eckart e dell’algebra soddisfatta
dalle componenti[3], 6]

4 Il gruppo di Poincaré
Una trasformazione di Poincaré
" = A2 4 ot (43)

¢ specificata dalla coppia (A,a) € £ x R* L’applicazione di due trasfor-
mazioni di Poincaré corrisponde alla legge di composizione

(A2, a2) (A1, a1) = (A2Ay, ag + Asay) (44)
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Si ottiene la trasformazione inversa (A,a)™! = (A™', —A~'a). Gli elementi
(I,a) e (A,0) sono i due sottogruppi corrispondenti alle traslazioni nello
spazio-tempo e alle trasformazioni di Lorentz. Si ha la fattorizzazione

(A,a) = (I,a)(A,0) = (A, 0)(I,A "a) (45)

Una rappresentazione del gruppo di Poincaré associa a ogni trasformazione
di Poincaré (A, a) un operatore lineare D(A, a) tale che

D(Ab al)D<A2, az) = D(AlAQ, AQCI,l + CI,Q) (46)

Definiamo gli operatori rappresentativi dei sottogruppi D(a) = D(I,a) e
D(A) = D(A,0). Le traslazioni corrispondono al sottogruppo unitario
abeliano D(a) con generatori dati da operatori Hermitiani P*:

[P*, PY] =0 (47)

e hanno la rappresentazione esponenziale D(a) = e, Dalla identita (@H)
segue

D(A)D(a)D(A™Y) = D(Aa)

Passando a una traslazione infinitesima si ottiene I’equazione
D(A)"'P*D(A) = A*, P¥

che indica che i generatori delle traslazioni si trasformano come le componenti
di un tetravettore del gruppo di Lorentz. Nel seguito si deve porre attenzione
al fatto che P, = G, P”. Specifichiamo ulteriormente la trasformazione di
Lorentz A:

*) A & una rotazione infinitesima:

— — —,

(I +ipi - J)PP(I — igii - J) = ", + o(ii - A, | P”
i[J;, P = (A", P¥

In particolare, usando il fatto che le matrici A; (generatori delle rotazioni
spaziali) hanno componenti temporali nulle, si ottiene:

[J;, P°] = 0,

1
;[Jz‘, Pj] = Gijkpk (48)

) A & un boost infinitesimo:

(I +i67 - K)PH(I —i6ii - ) = [, + 0(ii - B)",|P”
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i|K;, P*] = (By)*, P¥
I generatori delle rotazioni spaziali hanno solo componenti miste:

1 1
i i

Le regole dell’algebra per J e K, 87) e [BR), unite a quelle per il tetramo-
mento P, eq.[N),EY) e ({@J), costituiscono l'algebra del gruppo di

Poincaré.

5 IL GRUPPO UNIMODULARE SL(2,C)

Nella trattazione del gruppo delle rotazioni SO(3) si era mostrato che & pos-
sibile darne una rappresentazione nel gruppo SU(2), costituito dalle matrici
complesse unitarie 2 x 2 con determinante unitario. Alla rotazione R cor-
risponde la matrice complessa U del gruppo SU(2) attraverso la relazione

R=¢""1 U= 5907 (50)
Osserviamo che mentre la per una rotazione vale R(¢ + 2m) = R(yp), la
corrispondente matrice unitaria cambia segno: U(p + 2m) = —U(yp). Si dice

che la rappresentazione ¢ a due valori: R — 4+U. La mappa (B0) discende
dall’azione del gruppo SU(2) sul vettore formato dalle matrici di Pauli, che
€ una rotazione:

UTO'Z‘U = RZ']'O']' (51)

In modo del tutto analogo, €& possibile rappresentare il gruppo di SO(1,3)
mediante matrici complesse 2 x 2 con determinante unitario, costituenti il
gruppo unimodulare SL(2,C).

Una prima indicazione viene dall’insieme delle matrici complesse Hermi-
tiane 2 x 2, parametrizzate mediante un vettore x a quattro componenti reali
xh,

0, .3 1 _ ;.2
I A s o A e ¥ N "
A = (5L ) = St (52)
Si e introdotto il simbolo oy per indicare la matrice identita. L’espressione
del determinante (2°)? — ||7||? riproduce la forma quadratica invariante per

le trasformazioni del gruppo di Lorentz. L’azione del gruppo unimodulare
sulle matrici Hermitiane

H(x) — H(2') = MTH(z)M, M € SL(2,0), (53)
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induce una trasformazione lineare sui vettori, ' = Ax, e conserva il determi-
nante.

La matrice M TO'“M ¢ Hermitiana e ammette sviluppo nelle stesse matrici
o,

Mio,M = A0, (54)

Osserviamo che, in questo contesto, non diamo rilevanza al fatto che gli indici
matriciali siamo di covarianza o controvarianza. Utilizzando la proprieta
Tr(o,0,) = 20, si ottiene a partire dalla (B]) I'espressione esplicita della
matrice A associata alla matrice M:

1
= -Tr(M'o,Mo,) (55)

A 5

In particolare, le matrici di Lorentz associate a matrici M = Ug in SU(2),
sottogruppo di SL(2,C), sono le matrici Ar che descrivono una rotazione
spaziale R.
Proposizione: se M € SL(2,C) allora A € SO(1, 3).

Dim.: dobbiamo mostrare che Agg > 1 e det A = 1. La prima proprieta
segue dal fatto che MTM & sempre positiva: Agg = (1/2)tr(MMT) > 1.
La dimostrazione della seconda proprieta e laboriosa. La matrice M puo
essere fattorizzata in UZVT dove U e V sono matrici SU(2), corrispondenti
a rotazioni R ed S, e Z ¢ diagonale con determinante unitario: Zy; = z e
Zay = 1/z. Utilizzando la (B1]) e la proprieta ciclica della traccia:

Ay = %Tr[(UTa“U)Z(VTo—,,V)Z*]
1 -
= §(AR)MO((AS)V5TI(O-O(ZU/BZ*) == (ARAAtS);U/ (56)

Poiché le matrici AR e Ag hanno determinante unitario, si deve solo verificare
che ¢ det A = 1. Si ottiene

Ay O 0 A

0 Au Ayp 0
O A21 AQQ O

Ag 0 0 Asg

=
Il

N - 1 ~ ~ 1

Noo = A3z = §(|Z|2 + |Z|_2)> Ao = Aoz = §(|Z|2 - |Z|_2)
5 . 1 ~ 1
A11:A22:§(z*/z+z/z*) A12:—A21:§(z*/z—z/z*)

Si perviene al risultato cercato det A=1l.e
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Poiché ogni matrice di Lorentz SO(1,3) si fattorizza in una rotazione
spaziale per un boost, A = AgApg, rimane da considerare la classe delle ma-
trici in SL(2,C') che forniscono i boost. Osserviamo a questo scopo che ogni
matrice complessa in SL(2,C) si fattorizza nel prodotto di una matrice in
SU(2) per una matrice Hermitiana positiva H (t) con determinante unitario:

det H(t) = (192 — ||t]? =1, trH(t)=2t">0

Le due condizioni sono soddisfatte da t' = COShg e t = msinh g, dove 77 € un
versore in R3:

MRS

6 0 o
H(70) = o¢ cosh B + (7 - &) sinh g=¢ (-5) (57)
Poich¢ H ¢ Hermitiana, la corrispondente matrice di Lorentz
(1/2)tr(Ho,Ho,) € simmetrica (per la proprieta ciclica della traccia) ed e
percio un boost Ag(@), dove a; = (Ag)iw = (1/2)tr(Ho;Hop) = n;sinh 6.
Pertanto vale la corrispondenza

297 Ap(0i) (58)

precisata dalla relazione analoga a (B1I), H(710)o,H(70) = Ap(7if),0,.

In conclusione, il gruppo SL(2,C') é una rappresentazione (a due valori)
di SO(1,3). La rappresentazione non ¢ realizzata da matrici tutte unitarie
(lo & solo per il sottogruppo delle rotazioni), e si mostra facilmente che &
irriducibile, vale a dire che non esistono in C? sottospazi invarianti sotto
I’azione del gruppo.

L’algebra di Lie sf(2,C') ¢ un’algebra reale, equipaggiata del prodotto di
Lie —i] , ] e generata dalle matrici &/2 (corrispondenti ai generatori delle
rotazioni) e i/2 (corrispondenti ai generatori dei boost).

Il gruppo SL(2,C) & chiuso rispetto alle operazioni idempotenti

M — M°= M M — M*

con le proprieta (M;My)¢ = M{MS o (M;Msy)* = M{M;j. Pertanto oltre
alla rappresentazione del gruppo di Lorentz proprio in SL(2,C') che a A
associa M, si possono anche considerare le due ulteriori rappresentazioni,
dette rispettivamente coniugata e complessa, che a A associano M€ e M™*.
Per I'identita M¢ = o,M*05 le rappresentazioni coniugata e complessa sono
equivalenti. Invece, M e M™* non sono equivalenti: se lo fossero esisterebbe
una matrice invertibile A tale che M = AM*A~! per ogni M. La relazione
di equivalenza comporterebbe che TrM = Tr(M*), il che non ¢ in generale
vero. Si ritrova il fatto che esistono due rappresentazioni inequivalenti.

17



5.1 Trasformazioni di Mobius

I gruppo unimodulare SL(2,C) & collegato alle trasformazioni di
Mo6bius[h] del piano complesso esteso C'U {oo}:
az+b

tM(Z):cz+d’ ad —bc =1

Le trasformazioni di Mobius formano un gruppo, ed ¢ omeomorfo al gruppo
SL(2,C). Infatti, raccogliendo i parametri nella matrice

a b
M= (C d> (59)
risulta che essa ¢ unimodulare (det M = 1), e la mappa conserva il prodotto:
taony =ty © Tary -

Per ¢ = 0 si ottengono le trasformazioni di Mobius lineari 2/ = az + 3
(traslazione, rotazione di angolo arga e dilatazione di scala |a|). Per a =
d = 0e b = ¢ =i si ottiene la trasformazione di inversione. Entrambe
hanno la proprieta di trasformare cerchi in cerchi (la retta e assimilata a un
cerchio di raggio infinito). Ogni trasformazione di M&bius e fattorizzabile in
due trasformazioni lineari separate da una inversione, e pertanto trasforma
cerchi in cerchi. La fattorizzazione permette di mostrare subito che, dati
quattro punti del piano, le trasformazione di Mobius lasciano invariante la
quantita

(21 — 22)(23 — 24)
(22 — 21)(22 — 23)

(60)

Se al piano complesso z = x1 + ixy si aggiunge un terzo asse reale xs, €
possibile costruire la ”sfera di Riemann”, z% + 23 + 23 = 1, e identificare i
punti del piano complesso esteso con i punti sulla sfera attraverso la mappa
stereografica, costruita intersecando la retta passante per il polo (0,0,1) e il
punto sulla sfera (1,2, x3), con il piano complesso z. Si calcola:

R e (61)
1— T3
I punti dell’emisfero nord corrispondono alla regione |z| > 1. Se si associa
al polo il punto all’infinito del piano complesso, la proiezione stereografica e
una mappa biunivoca. (Una costruzione alternativa pone la sfera tangente
al piano complesso 3 = 0).

Le trasformazioni di Mobius 2z’ = ty(z) associate a matrici U di SU(2)
inducono, attraverso la mappa stereografica, rotazioni della superficie sfer-
ica. La lunghezza della corda tra due punti Z e i della superficie sferica
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¢ invariante per una rotazione della sfera. Esprimendo || — y/|| mediante le
immagini stereografiche z e w dei due punti, si ottiene una distanza di punti
nel piano complesso
21z —w
d(z,w) = | | (62)
VA )L+ wl?)

che ¢ invariante per trasformazioni di Mobius associate a SU(2).
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