ESERCIZI FISICA QUANTISTICA 1

(1) Un sistema quantistico puo trovarsi in due stati |1) o |2), autostati di un’osservabile O che sod-
disfano le equazioni agli autovalori

o) =11);  0)2) =—2). (1)

(a) Il sistema viene preparato in un certo stato |¢), oppure in un altro stato |¢), e quindi viene
effettuata una misura di O. L’operazione (preparazione seguita da misura) e ripetuta piu
volte. Quando il sistema viene preparato in [¢) la misura da sempre come risultato —1,
mentre quando il sistema viene preparato in |¢) la misura da +1 in % dei casi, e -1 in % dei
casi. Scrivere la piu generale forma dei vettori di stato |¢) e |¢) nella base degli autostati di

O .

(b) Da quanti parametri dipende ciascuno di questi vettori di stato e quali e quanti di questi
parametri sono inosservabili, e quali invece corrispondono a proprieta misurabili del sistema?

(¢) Qual ¢ la probabilita che un sistema preparato nello stato |¢) venga rivelato nello stato [¢)? T
risultato e univocamente determinato, o dipende da qualcuno dei parametri da cui dipendono

|¢) e |)?
(d) Determinare il valor medio dei risultati delle misure di O in ciascuno dei due stati [¢) e |¢).
(2) (a) Sia C loperatore definito dal prodotto di due operatori A e B, C' = AB; si determini
'operatore aggiunto CT in termini di AT e BT.

(b) Si dimostri che 'operatore definito dal commutatore di due operatori hermitiani A = AT e B =
BT, [A, B] = AB—BA & un operatore anti-hermitiano e che quello definito dall’anticommutatore,
{A, B} = AB + BA, & un operatore hermitiano.

(c) Si dimostri che il valor medio di un operatore hermitiano ¢ un numero reale e che il valor
medio di un operatore anti-hermitiano ¢ un numero immaginario.

(3) Si dimostri che qualunque operatore puo essere scritto come somma di un operatore hermitiano e
di un operatore anti-hermitiano.

(4)®) 11 campo elettrico di un’onda piana di luce che si propaga lungo la direzione z & dato da
E(z,t) = 70[(005 09 e +sinh el ?? éy))el ket 1] (2)

dove é; e é; sono vettori unitari rispettivamente lungo le direzioni x e y, e dove c.c. indica il
complesso coniugato. Lo stato di polarizzazione dell’onda (o del fotone) ¢ descritto dal vettore
unitario complesso

€op = coslé; + sin f e'?¢é,, O = Pg — 1, é;‘d) “egy = 1.
Un’onda si dice polarizzata circolarmente se cos = sinf = 1/v/2 e ¢ = /2 cosi che
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b= (8 +18y), b= (&1 —iéy),
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con é4 rispettivamente stati di polarizzazione destrogira e levogira.
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(6)

(a)

Mostrare che gli stati di polarizzazione circolare non dipendono, a parte un fattore di fase
inessenziale, da come si scelgono gli assi x e y perpendicolari alla direzione di propagazione
z.

Un polaroid (polarizzatore) & un foglio di plastica in grado di trasmettere la componente dell’onda
di luce con polarizzazione parallela ad un dato asse (asse di trasmissione) e di assorbire la com-
ponente perpendicolare a tale asse. Assumiamo che 'efficienza di trasmissione e assorbimento del
polaroid sia pari al 100%.

(b)

Calcolare la frazione di intensita dell’onda trasmessa da un polaroid con asse di trasmissione
lungo = (legge di Malus). Qual & la probabilita che un singolo fotone sia trasmesso dal
polaroid? Qual & la probabilita che un singolo fotone sia trasmesso dal polaroid nel caso di
polarizzazione circolare? Qual ¢ lo stato di polarizzazione dopo che il fotone ha attraversato
il polaroid?

Fotoni nello stato di polarizzazione é; urtano una sequenza di N polaroid orientati in modo tale
che I'asse di trasmissione del primo polaroid formi un angolo @ = 7/(2N) con la direzione é,, il
secondo un angolo 2« e cosi via.
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(d)
(a)

(b)

(c)f

(a)

(b)
()

Calcolare la probabilita che un fotone incidente sia trasmesso da tutti i polaroid nei casi:
N=2 N=90e N -

Calcolare la probabilita del punto c¢) nel caso di un fotone con polarizzazione circolare.

Sia H un operatore hermitiano. Dimostrare che 1'operatore U = exp (itH) (con t parametro
reale) & unitario.

Sia U(t) un operatore unitario (con t parametro reale) tale che U(0) = I. Dimostrare che,
al prim’ordine in t, U puo essere scritto nella forma U(t) = exp (itH) con H operatore
hermitiano.

*) Sia U(t) un operatore unitario (con t parametro reale) tale che U(t; + to) = U(t,)U(ty).
Dimostrare che: U(0) = I, U(—t) = U'(t) e U puo essere scritto nella forma U(t) = exp (itH)
con H operatore hermitiano.

Suggerimento: differenziare U(ty + to) rispetto a ty e utilizzare il risultato ottenuto in (b).

Viene fatta una misura dell’osservabile O su un sistema nello stato rappresentato dal ket |¢).
E vero che il sistema dopo la misura si trova nello stato |¢') = O|¢) dove O ¢ l'operatore
associato all’osservabile O7 Motivare la risposta.

La domanda del punto (a) ¢ vera nel caso in cui |¢) sia un autostato di O? Motivare la
risposta.

Siano O e Oy operatori associati ad osservabili compatibili e |¢) un ket generico. Lo stato
ottenuto dopo una misura prima di O; e poi di Oy € lo stesso di quello ottenuto dopo una
misura prima di O e poi di 017 Motivare la risposta.

(7) Dimostrare che condizione necessaria e sufficiente affinché P sia un proiettore & che P = PT = P2.

(8) Siano |1) e |2) i ket ortogonali corrispondenti agli stati di polarizzazione lineare di un fotone.
Considerare le seguenti miscele statistiche di N fotoni (N > 1):



i) N/2 fotoni nello stato |1) e N/2 fotoni nello stato |2);
ii) N/2 fotoni nello stato |¢)) = cos@|1) + sin 0e??|2) e N/2 fotoni nello stato |¢) = —sinf|1) +
cos 0e'?|2);
iii) N/4 fotoni negli stati |1), |2), [+) = (|1) + |2))/v2 e |=) = (|1) — [2))/V/2.

(a) Calcolare, nei casi i), ii) e iii) le probabilita di trovare i fotoni rispettivamente nello stato
1), 12) e |4).
(b) E possibile, attraverso opportune misure, distinguere le miscele statistiche i), ii) e i1i)?

(c) Determinare la matrice densita p, nella base degli stati 1) e |2), per le miscele statistiche ),
it) e iii) e verificare che Tr(p?) < 1.

(d) Determinare la matrice densitd p corrispondente allo stato (puro) |x) = (|1) + 4[2))/V/2,
sempre nella base degli stati |1) e |2), e verificare che Tr(p?) =1e p*=p .

(9) Dimostrare che se f(x) ¢ una funzione tale per cui, nei punti x = z;, f(z;) = 0 ma f'(x;) # 0,

allora 5 )
r — T;
=2
(10) Sia P Doperatore paritd tale che R
Plz) =| = z).

(a) Discutere se l'operatore P & unitario e/o hermitiano.
(b) Sia ¢(z) = (z]¢), determinare (z|P|)).

(¢) Determinare gli autovalori e le autofunzioni (nella base degli autostati della posizione) dell’operatore

P.

(d) Si consideri 'operatore |p| la cui azione sugli autostati dell'impulso |p) &: |p|lp) = |p||p).
Determinare gli autostati comuni di P e |p|.

(11) Siano A e B due operatori.

(a) Mostrare perché, in generale, ee? # e4P e sotto quali condizioni vale invece il segno di
uguaglianza.

Sia C' = [A, B] tale che [C, A] =0 e [C, B] = 0:
(b) mostrare che vale I'identita
ePAe P = A+ B, A].
Suggerimento: considerare F(t) = Bt fe—Bt differenziare F(t) rispetto at e risolvere l’equazione
differenziale.

(c¢) mostrare che vale l'identita (Baker-Campbell-Hausdorff):

o e liian
oAeB — JA+B+IIAB]

Suggerimento: considerare G(t) = eATBle=Bt differenziare In(G(t)) rispetto a t e risolvere
Uequazione differenziale utilizzando il risultato ottenuto in (b).



(12) Si consideri un sistema invariante per dilatazioni, ¢ — ¢’ = Ag:

(a) Determinare, mediante il teorema di Noether, la quantita che & classicamente conservata.
(b) Determinare 'operatore A che genera le dilatazioni sugli stati quantistici |q).

(¢) L’operatore A & hermitiano?

(13) Si consideri la trasformazione realizzata dall’operatore unitario

A o,
U = exp <2h(q +PQ)) :

(a) Determinare le trasformazioni degli operatori posizione § ed impulso p sotto I’azione aggiunta
di tale operatore, ovvero §¢ = UGUT e p/ = UpUT

(b) Utilizzare il risultato per determinare ’azione della trasformazione su un ket generico 1, sia
nella base delle posizioni che degli impulsi, ovvero

(alv') = (@01,
(ple') = (plU ) -

(14) Si consideri un sistama a due livelli, la cui evoluzione temporale ¢ data dalla hamiltoniana

A = — o ()4 = ) (-).

Si definisca I'operatore hermitiano
A= ()= + =){+D)

Supponendo che il sistema al tempo ¢t = 0 si trovi nell’autostato di A associato all’autovalore 1,
determinare:

(a) la probabilita che al tempo ¢ esso si trovi nell’autostato di A associato all’autovalore -1;

(b) il valor medio di A al tempo ¢;

(¢) lindeterminazione di A al tempo t.
(15) Data una soluzione dell’equazione di Schrodinger,

(a) determinare una soluzione con il verso del tempo scambiato, ossia con t — —t;

(b) determinare la relazione fra i valori medi di posizione ed impulso nella soluzione originale ed
in quella cosi costruita;

(c) discutere se la trasformazione che lega queste due soluzioni sia unitaria.
(16) Sia data la seguente funzione d’onda

J A
(x|p) = Y(x) = Nexp %pox _ ﬁ(x — z0)?

(a) Determinare la costante N imponendo che la funzione d’onda sia normalizzata.



(b) Calcolare il valor medio e l'indeterminazione degli operatori posizione e impulso sullo stato
1)

(c) Calcolare la funzione d’onda nello spazio degli impulsi ¥ (k).

(17) Si consideri una particella di massa m in una dimensione soggetta al potenziale
V(z) =—ad(x).

(a) Sia o > 0, trovare gli stati legati del sistema e le corrispondenti energie e funzioni d’onda.
Determinare il valore xy tale che la probabilita di trovare la particella nella regione x < xg ¢
pari a 1/2.

(b) Considerare un fascio stazionario proveniente da x = —oo. Determinare i coefficienti di
riflessione e trasmissione. Determinare il valore dell’energia E del fascio per cui il flusso
riflesso € uguale al flusso trasmesso.

(18) Si consideri una particella di massa m in una dimensione soggetta al potenziale lineare
V(z)=—-Fu.

(a) Risolvere le equazioni di Heisenberg per gli operatori posizione e impulso.
(b) Determinare le autofunzioni dell’hamiltoniana nella base degli impulsi.

(b) Ricavare le autofunzioni dell’hamiltoniana nella base delle coordinate esprimendo il risultato
in termine della funzione di Airy definita da

3

Ai(x) = i/ooo cos (tg —i—xt) dt .

2 d” 2 mw
Hy(&) = (=1)"e8 —¢ ¢ =/

il polinomio di Hermite di grado n. Dimostrare che la funzione d’onda

(19) Sia

mw\1/4 1 ey
¢Ww:<m> Vo @

¢ autofunzione dell’oscillatore armonico relativa all’autovalore E,,.
Suggerimento: scrivere l’equazione di Schroedinger per l'oscillatore armonico nella variabile £ e
dimostrare per induzione.

(20) Si sa con certezza che lo stato di un oscillatore armonico di pulsazione w non contiene stati pit
eccitati del secondo livello:

[¥) = al0) +b[1) +¢|2)

Si sa inoltre che il valore di aspettazione della posizione z all’istante considerato ¢ zero e che il
valore di aspettazione dell’energia ¢ (3/4)w. Che si puo dire dei valori di a, b, ¢ nellipotesi che
siano reali? E completamente determinato lo stato in queste condizioni?



(21) Si consideri un sistema soggetto ad un potenziale armonico, ossia con hamiltoniana

2
p 1 2.2
Hy=—+-—mwz",
T om "2
che al tempo ¢ = 0 si trova nello stato fondamentale. A partire dal tempo t + €, sul sistema agisce

anche una forza elettrostatica costante, e 'hamiltoniana diventa
H=H,— FEx.

Si determinino lo spettro dell’hamiltoniana, ed i valore medi di posizione ed impulso a tutti i tempi
successivi.

(22) Considerare una buca di potenziale asimmetrica, cio¢ tale che

Vo sex < —a
V(z)=<¢ 0 selz|]<a
Vi sex>a,

con Vi < Vi. Determinare sotto quali condizioni lo spettro dei energia contiene almeno uno stato
legato.

Suggerimento: imporre la continuita di /Y’ nei punti di raccordo, quindi scrivere la soluzione
nella regione |x| < a nella forma ¥(x) = Asin(kz + 9).

(23) Una particella, vincolata a muoversi su un segmento di lunghezza L, all’istante ¢ = 0 si trova in
uno stato in cui una misura di energia puo fornire, con uguale probabilita, solo due valori: il valore
piu basso E; e quello immediatamente superiore Fy, = 4F).

(a) Scrivere l'espressione della funzione d’onda normalizzata (contenente un parametro arbi-
trario).
(b) Determinare tale parametro sapendo che all’istante ¢ = 0 il valor di attesa dell'impulso della
. N __4h
particella ¢ (p) = 37 .
(c) Determinare qual € listante di tempo successivo a ¢t = 0 in cui il valor di attesa dell’impulso
assume per la prima volta il valore zero.

(24) Si consideri un sistema avente come hamiltoniano 1'operatore:
H = Eol1)(1] + V2Eo|1)(2] + V2Eo[2)(1

Se il sistema si trova inizialmente nello stato |1) con che probabilitA si troverA nello stato |2) al
tempo t? Determinare il periodo delle oscillazioni tra gli stati |1) e |2) .



