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Traccia delle soluzioni

Esercizio 1

La probabilita che il sistema non si trovi nello stato |1) & pari alla probabilita che si
trovi nello stato |2) piu la probabilita che si trovi nello stato |3):

P = | + |3l =

Esercizio 2

Nel caso in cui c’e il rivelatore la probabilita che al momento del passaggio dalla fendi-
tura il sistema si trovi nello stato |£) (ovvero la probabilita che il rivelatore misuri/non
misuri il passaggio dalla fenditura) e

) [{(AJ0)P[{Al@)* = 1/9
b) (A PI(~AlG)* = 0
Z) [(BI)[P[{B|¢)* = 1/9

) [(=Bl)[*|(=Bl)|* =0

dove si & usato che gli stati [=A) = (|B) +[C))/v2 e |-B) = (|A) +|C))/v/2 sono
ortogonali a |v).

Nel caso in cui non c’e il rivelatore, non ha senso chiedersi in che stato fosse il sistema
al momento del passaggio della fenditura (ma solo quale sarebbe stata la probabilita del
risultato della misura, la quale misura, in generale perturba lo stato). Se uno prova a
rispondere alla domanda nel caso in cui non c’e il rivelatore ottiene risposte paradossali,
per esempio abbiamo visto che lo stato al passaggio della fenditura non puo essere in |—A),
quindi dev’essere in |A) con probabilita P = 1, ma allo stesso tempo non puo essere in
|=B), quindi dev’essere in |B) con probabilita P =1...
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Esercizio 3

Per formare una base, i vettori |¢), |¢) e | x) devono essere linearmente indipendenti. Per
determinare la condizione su a, b e ¢ si puo richiedere che sia diverso da zero il determinante
della matrice dei coefficienti

a b c
Det | 1/V/3 1/v/3 1 | #0,
1/vV3 1/v/3 -1

da cui si ricava la condizione

a#b.

Esercizio 4

C' = (AB)' = [(AB)']* = [BTA"]* = BTAT .

Esercizio 5

Un generico operatore O puo sempre essere scritto come O = Oy + O 4, dove:

1
oH:§(0+0T):og,

1 T T
Oa=5(0-0N=-0}.

Esercizio 6
a)
UUT = (1 +ieH)(1 —ieH") = 1 +ie(H — H') + O(¢?) ,
da cui se H & hermitiano (H = HT) implica che U ¢ unitario (UUT = 1) al prim’ordine in

€ e viceversa.

b) Se H ¢ hermitiano:
UUT _ eiHe—iHT _ ez’He—iH — 1.



Esercizio 7

Sia |¢) uno stato ortonormale a [1)) ((¢|¢) =1, (¥|¢) = 0). L’operatore

A= M) (0] + Aol ) (9]

ha indeterminazione nulla sullo stato |}, infatti:

AZA = (A%), — (A)2 = A2 - X2 =0.

Esercizio 8

Essendo |a) = i|b), I'operatore A risulta essere I'operatore nullo
A = la)(al +[b)(b| = 0,
per cui la sua indeterminazione ¢ nulla su tutti gli stati
AIA=ANA=NA=0.
L’operatore B scritto nella base |[+) e |—) & 'operatore identita:
B =[] = [2)2] = [H) {+] + [=) (=],
da cui si possono calcolare le indeterminazioni sugli stati |a), |1) e |+)
A’B=AIB=A’B=0.
Il principio di indeterminazione e soddisfatto poiché A = 0 commuta con B.

Esercizio 9
1 1 3 1
p=3l60 (al + 5180 al =+ = JFH(H + 1)

Esercizio 10

Chiamiamo z; i punti in cui f si annulla (gli zeri di f(z)) e per ogni z; scegliamo
un intorno [a;, b;] che contenga un solo zero di f(x). Applicando J[f(x)] su una generica
funzione di prova g(x) avremo che

/OO o[f (z)]g(z)dz = Z / S[f (2))g(x)da .

oo
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Per un generico termine della sommatoria definiamo il cambio di variabili y = f(z)

b; B f(bs) dy B ym N dy B g(iﬂz)
/ai oLf (z)lg(x)dx = /f(ai) 5(y)g(x) File) /ym d(y)g( >|f’(m)| " ()]

dove nel penultimo passaggio si sono ordinati gli estremi (yar = f(b;), ym = f(a;) se
f'(z;) > 0 mentre yp = f(a;), ym = f(b;) se f'(x;) <0). Siottiene pertanto che

e =3 G

i
Esercizio 11

Considerando due generici autostati della posizione |z) e |z')
(x|Plaf) = (2] — 2') = 6(z + '),
(@|PTla’) = (—al2) = 6(—z — o) = d(x + o) = (2| Pla) ,
per cui P ¢ hermitiano, P = PT.

P*|z) = P| - ) = |z},

da cui, utilizzando che P & hermitiano, si ricava che P ¢ unitario: 1 = P? = PP = PP,
Se [1) ¢ un autostato di P con autovalore A (usando che P? = 1)

P2y = NJyp) = [¢)

per cui gli autovalori sono A1 = +1 e le autofunzioni corrispondenti sono le funzioni pari
e dispari

(2| Plys) = £(z[ths) = (=) ,
wi(.T) = ﬂ:wi(—.f) .

Esercizio 12

Data la dilatazione
¢ =q+dog=XAg, o¢g=(A—1)g;

considerando piccole trasformazioni dg (ovvero A ~ 1), la quantita classicamente conservata

e
oL oL
—0qg=——-(A—1)q.

Sia AT I'operatore che genera le dilatazioni su un autostato della posizione |q)

Aflg) = |¢') = |Aq)
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(qlAlp) = (Aqlv) = ¥(Ag) = (g + (A = 1)q) = ¥(q) + —q(A —1)q,

per cui l'operatore che genera le dilatazioni sugli stati quantistici ¢ 'operatore pq. Piu
precisamente poiché pg non ¢ un operatore hermitiano, ’operatore (hermitiano) che genera
le dilatazioni & (pg + ¢p)/2.

Y(q)
0

Esercizio 13

Utilizzando le regole di commutazione fra p e q ([q, p| = ih)

§ = UgU" = exp (%(qM +m>) qU" = Gexp <%(dﬁ+ﬁé - 2z‘h>) Ut = Ge"UUT = e,

e analogamente
P =UpUl =ep.

Per calcolare come agisce I'operatore U su uno stato [¢) calcoliamo prima come agisce U
su un autostato della posizione |q)

qU'q) = U'q|q) = U'e*4lq) = e*qU'|q) ,

per cui lo stato U'|q), essendo autostato dell’operatore posizione con autovalore e“q, sara
proporzionale allo stato |e%q)
U'lg) = cleq) .

La costante ¢ puo essere determinata con la condizione di normalizzazione
3(q' = q") = (dlq") = (¢|UU|¢") = |c[*{e*dle*q") = |e[*3(e*(¢" = ¢") = |e|*e™*6(¢" — ") ,
da cui a meno di una fase arbitraria scelta pari a uno, ¢ = e®/2:
U'lg) = e*/?e%q) ;
e analogamente si puo mostrare che
U'llp) = e=*lep) .
L’azione di U sugli stati fisici nella base delle posizioni e degli impulsi & dunque

V' (q) = (gl¥) = (q|U) = e*/*(e®qlep) = e*/*(e%q) ;
V' (k) = (k|Y) = (K|Uw) = e/ (e™k|ip) = e~/ *) (e~ k) .



Esercizio 14

Innanzitutto vediamo come agisce su un autostato dell’impulso 'operatore parita definito
dall’azione su un autostato della posizione Plx) = |—x):

Plk) = P/ dal) (x| ) :/ | ~z) (x| k) :/ da| ) (—z|~k) = |—F)
Considerando un generico autostato dell'impulso |k") abbiamo che

Pwmvzp/ %MM%W%»z/ Ak BIK| 5(k — k)|~ k) = RIK||—K) |

—0o0 o

mentre

mmwvz/ ﬂmwmmww»:/ dk BIK| §(k + K)|k) = RIK||—K)

o0 —00

per cui gli operatori P e |p| commutano ([P, |p|] = 0).
Gli autostati dell’operatore |p| sono gli autostati dell’impulso

pl] £ k) = hlk|| £ k)
mentre gli autostati dell’operatore P sono gli stati pari e dispari (cfr. Esercizio 11)
Plps) = £|tbs) .
Gli autostati comuni saranno quindi
k) = k) & |=F) .
Nello spazio delle posizioni otteniamo le autofunzioni

(e““ I e‘”’”) . +< ‘/75 cos kx
V2iginky

(z]ks) = Yr(x) £ (z) = \/12—7T S\ V2

Esercizio 15

Gli autostati degli operatori A e B sono costanti del moto se e solo se A e B commutano
con I'hamiltoniana ([A, H| = [B,H] =0). Se [A, H| = [B, H] = 0 anche

(C, H] = [[A, B], H] = [AB, H] — [BA, H] = A[B, H] + [A, H|B — B[A, H] — [B,H|[A =0,

da cui anche gli autostati di C' = [A, B] sono costanti del moto.



Esercizio 16

Nella base degli stati

abbiamo che

hw (10 01
H“?(o 1)’ A_(1 o)'

Gli autovalori e gli autostati di A risultano essere

1 1 1
pemt == () = (0 1)
Dato lo stato al tempo iniziale [1)(0)) = |a )

a) Lo stato al tempo ¢ sara

[9(0)) = exp(~ HO(0)) = %(e%ﬂ +e¥|-))

e la probabilita che al tempo ¢ si trovi nello stato |a_) (ovvero che una misura dell’osserv-
abile A al tempo ¢ dia come risultato 'autovalore A_ corrispondente all’autostato |a_)) &

data da ;
P = [(a_[i:(t)[* = sin® =

b) 11 valor medio di A al tempo t &

(A)e = (WO)|A[Y(t)) = coswt .

¢) L’indeterminazione di A al tempo t ¢

AFA = ()| A% (1) — (POIA[R())* = ()] T]1(t)) — cos® wt = sinwt .

Esercizio 17

Nella base degli stati

abbiamo che



Gli autovalori e gli autostati di H risultano essere

Ny =2y, A —=—FE,, |a+>:%(\{§), |a_>:%<_1/§).

Dato lo stato al tempo iniziale [1(0)) = |—) = (\/§|a+> + |a_>>/\/§, lo stato al tempo t

sara

rmmzwmeéﬂmwmwzéﬂ¢%@ﬁ%>+e%ﬂa»

e la probabilita che al tempo ¢ si trovi nello stato |—) e data da

4 3Eot
Po= (=) = 5 (1 - cos =)
La probabilita che al tempo ¢ si trovi nello stato |+) € invece
1 3Lt
Py = [(+[p())? = §(5+4¢os - ) —1-P_.
Il periodo di oscillazione fra i due stati e quindi
2rh h

_271'

w 3B 3B’

Notare che mentre la probabilita massima di trovare lo stato in |[+) ¢ 1 (quando T' =
2nmh/(3Ep)) la probabilita massima di trovare lo stato in |—) ¢ 8/9 (quando T = (2n +
)mh/(3Ey)).

Esercizio 18

La dipendenza dal tempo degli operatori x(t) e p(t) & data da

d 1 d 1 P

m

dove si & usato che [x,p] = ih e [z, p*] = 2ikip. Si ottiene quindi che

p(0) ks
t) =p(0) — kt t) =x(0) + —=t — —1°.
plt) = p(0) — Rt at) = w(0) + £ e — L
Dal principio di indeterminazione si ottiene
1 1 p(0) k h2t?
2 2 > 2y . 2 2y _
A% (H)A%2(0) = (|[e(), 2(0)]%) = J([2(0) + 22t — i wo)]P) =

per cui, nota l'indeterminazione al tempo ¢ = 0, 'indeterminazione minima al tempo ¢ ¢

hit
Ax(t) > SmAT(0)
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Esercizio 19

Dall’equazione di Schrédinger si ottiene

2

Wl 1ve) = (3 + bk )oelo) = Bve(o),

da cui

0 1 p?
8—p¢E(p) = ﬂ(E - %>¢E(p> ,

che ha come soluzione 5
p

1
Ve [ (5~ 20)]
Us(p) = Nexp [ »
con N un’opportuna costante di normalizzazione.
L’evoluzione al tempo ¢ della funzione d’onda 1 (p,0) & quindi

Wt = (plo(e) = [ dB lve) el exp (- 1) v 0)

pS

= [aeN e[ (&~ B Br) | (0elo(0)

/3

) g [ &K =) [aeNew [ (5 - B0)]weluo)

= oo [ C ) L s el = exp [i 2l 2 gy + kt,0)

Esercizio 20

Al tempo t = 0 la particella si trova in autostato della posizione x = =z,

(2, 0) = (zfzo) = d(x = 0) ,

)= [ v [ sl plexo (-
/dp/dx exp 2mh> L exp <—w>5(a¥—xo)

= % /dpexp [%(;;nth +p(r — Io)>] = ™ exp [— m(@ = 20)° - ZL‘Q)Q]

la funzione d’onda al tempo t e data da

9
K (r,w0:1) = (o, 1) = {i]exp (- L)), 0)

2miht 2iht
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dove l'integrale gaussiano e stato calcolato completando il quadrato. Notare che nel limite
in cui it = € — 0 si riottiene la distribuzione (x — xy) come limite della gaussiana.

Se il sistema al tempo ¢ = 0 ha funziona d’onda v¢y(z), la funzione d’onda al tempo ¢
sara data da

vt) = Gl = [ do'talosp (~ 20y w100 = [ Ko, ().

Nel caso in cui il sistema al tempo ¢ = 0 si trova in un autostato dell’impulso, la funzione
d’onda al tempo t sara data da

52 k2
Pla,t) = / 02’ K (2, 25 )i (2') = / da'{r)exp (L0 o) o/ k) = exp (~ 0 1) \/12_Wexp<m> ,

allo stesso risultato si puo arrivare sostituendo espressione esplicita di K (z,2’;t) e ¢(z’)
ed effettuando l'integrale gaussiano risultante.

Esercizio 21

Y(x,t) = / dk e’ Fe=w Rt g)y () = / dk e®* (k. t)
bk, 1) = e O (k) = (K[, t)

vy = o= [ Rkt = 5 [ dke O i (e )

= g i (<G i +%§f)) [ o wieom = (52).

Esercizio 22

L’indeterminazione della posizione al tempo t puo essere calcolata partendo da

p(0) .

3=

10



Dove si sono calcolate le quantita:

(x(0)) = (¥[&(0)[) =0, (2*(0)) = 524;72 , (p(0))=0,
2 _ o, Bty B+ iy _.5+z’y
WH0) = 2 5 (1- % ). @Op(0) = in -

Un metodo alternativo e scrivere la funzione d’onda al tempo ¢ = 0 nella forma

2 . 52‘1‘ 2
w(l',o):Nexp[—%(l—H%)], dove o2 = ZBW’

da cui si ricava I'indeterminazione di posizione di una funzione d’onda gaussiana

2 2 2
2 _ o B4
AJZ(O)—2— 17

La funzione d’onda al tempo t e data da

o(,0) = [[aktolesp (<2 E) k1w, 0) = [k esp (~5E0) C 0,0

2mh Vor
2 5 2 | 52
:---:N’exp[—%(ljtz%)], dove 62:52—;7 , Y =7—2ht/m,

da cui si riottiene I'indeterminazione della posizione al tempo t:

Notare che mentre § > 0, il termine ~ se negativo, porta ad un iniziale diminuzione
dell’indeterminazione al crescere di t. Se 7 < 0 l'indeterminazione minima si ha per
t =~ym/(2h).

Esercizio 23

Si considera la buca di potenziale

0 sel0<z<a
V(x)_{—l—oo ser<0Ux>a,

le autofunzioni e gli autovalori dell’hamiltoniana sono

2 1. N 2, 232
Z5in M ge Tz <a n°m-h
\/: @ O<z< E, = L on=1,2,....

Y

0 sexr <0 U x>a ma

o) = {
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L’indeterminazione della posizione e dell'impulso nell’n-esimo stato sono

2 6 Anm\ 2
N N
n 12 n2nx2) "’ nb a ’

dove sono stati calcolati (gli integrali che si incontrano si possono risolvere per parti)

3

2n2m?

(@) = Walzla) =5 Pla=0, (% =Z(1

Si ottiene quindi

) . (P = Cm(H-V)), = 2mE, .

h2

2.2 n=1 K2 /72 A2
A2 A2 :—("” _1)>—(——1) v
ntSal =5\ = 2\ o

dove I'ultima disuguaglianza ¢ il limite imposto dal principio di indeterminazione.

Esercizio 24

Dall’equazione di Schrodinger si ottiene

{ _% 1(x) = Evr(x) se x <0
_ B2 (x) = (E = V)Y (z) sex>0,

2m 11

le cui soluzioni sono
{ @ZJI(I') — Aeiij _}_Befiklz kl — \/2gnE

Imponendo la condizione di continuita della funzione d’onda in z = 0 si ottiene:
vr(0)=v;(0) = A+B=C+D,

la derivata prima e invece discontinua in = 0 a causa della presenza del potenziale a delta,
si puo ottenere la condizione sulla discontinuita della derivata prima integrando I’equazione
di Schrodinger in un intorno di z = 0:

h2 € d2 € € h2 ¢ h2 .
o | ;/;(29”)(19; = E/_E@D(:v)dx—v/_e@(:v)?ﬂ(x)dasqLQ—ﬂg /_Ed(x)w(:p)dm — 2—75 _eé(x)q/}(aj)daj
da cui

Uri(€) = p(=€) = gv(0) = ik (C — D) —iki(A— B)=—g(C+D).

Nel caso in cui 'onda incidente proviene da sinistra, D = 0. Il sistema di equazioni che
lega i coefficienti A, B e C' & quindi

A+B=C
ik[[C — Zk[(A — B) = —gO .
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Da cui si possono calcolare i coefficienti di trasmissione e riflessione

kg lCPP dkrkrr Ro1_T— g*+ (kr — kir)?

o b — - .
ki |A2 g%+ (kr + kir)? g%+ (k1 + kpr)?

Dai casi particolari ¢ = 0 e k; = kyg, si possono trovare i valori dei coefficienti di trasmis-
sione e riflessione rispettivamente al potenziale a barriera singolo e al potenziale a delta
singolo.

Esercizio 25

Cerchiamo gli stati legati, per cui £ < Vp < Vi. Dall’equazione di Schrédinger
otteniamo ., ,
(z) = 532 (Vo — E)Yr(x) se r < —a
71(2) = =33 B () se x| <a
Tir(@) =22(Vi — EYYypp(z) sex>a,

con soluzioni

Yr(e) = Aeter by = L2 > 0
Yri(x) = Betk* 4 Ce™™* = Dsin(kx +06) k= Y2mE > g
Imponendo la continuita della derivata logaritmica dlog/de = ¢/ in x = —a e x = a

sl ottiene

d(=a)
)

@fp/((;l) = —k; = kcot(d + ka) <0

{ Y(za) _ ko = kcot(d — ka) > 0

quadrando le due equazioni

) _ kK _ E
sin®(0 — ka) = R =
£
1

da cul eliminando ¢ si ricava

2 | E | E
2ka = _av 2mFE = —arcsin 4/ — — arcsiny/ — + nm ,
h Vo Vi

dove la condizione di periodicita fissa il numero n degli stati legati. Perché esista almeno
uno stato legato (n = 1) I'equazione dovra essere soddisfatta per un dato valore di F = E
(fissati a, Vy e V7). Data la monotonicita dell’equazione, esiste almeno uno stato legato se,
per il valore massimo di F (E = V;)

2 % %
%a 2mVy > — arcsin v 1 — arcsin 7?+7T_g_arcsm 7(1)7

13



la quale non ¢ soddisfatta in generale (fissati V; e V} ¢ sempre possibile trovare un valore
di a per cui la diseguaglianza non ¢ soddisfatta).

Nel limite in cui un estremo della buca tende a infinito V; — 400 la condizione per
I'esistenza di uno stato legato diventa

T2 h?

Vo > ———
0~ 3202m’

mentre nel caso di buca simmetrica (V5 = V;) la condizione ¢ sempre soddisfatta (esiste
sempre almeno uno stato legato)

2
%a 2mVy > 0.

Esercizio 26

Consideriamo x = 0 e = [ = 2a gli estremi della barriera, la soluzione dell’equazione
di Schrodinger ¢

2m(E)

Yr(z) = Aet*® + Be~tke k=YY= sex <0
bri(x) = De¥ " - Bem*r | = w >0 se0<x<l
Ui (z) = Ce™™ sex > 1,

dove si e imposto che 'onda incidente proviene da x < 0. Imponendo la continuita della
funzione d’onda e della sua derivata in x = 0 e x = [ si ottengono le condizioni

A+B=D+E
A-B=%(D-F)
Cetfl = Deik'l 4 Feik'l
%Ceikl — Dek'l — ekl

da cui si puo ricavare il coefficiente di trasmissione 71"

AP 1
o 2 V2sin? k'l
|C| 1 + 4%(E—V0)

T

si ha trasmissione completa (1" = 1) per k¥’ = nx/I.
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Esercizio 27

Per prima cosa si puo notare che 'operatore parita P commuta con ’hamiltoniana
dell’oscillatore armonico

}52 min.Z A

H=
2m+ 2

per cui gli autostati dell’oscillatore armonico sono autostati dell’operatore parita che con
autovalore +1 (stati pari) o —1 (stati dispari). Lo stato fondamentale |0) dell’oscillatore
armonico ¢ lo stato in cui

al0y =0

dove a e l'operatore di distruzione

R mcu(AjL ) A)
a=/—|z+ —
2h —

(fC + iﬁ)%( )

mw 0T

da cui
(z]al0) =

la cui soluzione e una gaussiana, quindi una funzione pari. Lo stato fondamentale del-
I'oscillatore armonico € pertanto uno stato pari

~

Pl0y = [0) .

Lo stato n-esimo dell’oscillatore armonico ¢ dato da

St Gl PR () LN
Pln) = PEZE10) = (<1 PI0) = (1) 2010 = (=1)"|m)

dove ¢ stato utilizzato che I'operatore parita anticommuta con a' (poiché P anticommuta
con I e p)

Pat=—a'P, P =(-1)"@aH"p.
Quindi la parita dell’autostato n-esimo dell’oscillatore armonico é:

Pln) = (=1)"|n) .

L’operatore exp(iﬂN ) agisce su un generico stato come
™ lp) = Ze”N\n (nly) = Ze””\n (nly) = Z( 1) n){nf) = ZP\n (nly) = Ply) ,

e fornisce quindi una rappresentazione esplicita dell’operatore parita.
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Esercizio 28

Tramite una traslazione 'hamiltoniana H puo essere riscritta nella forma di un poten-
ziale armonico pitl un termine costante:

2 272 E2
H=Hy—-Ex=2L1 ™7

2m 2

C 2mw?
dove T = ¢ — L

mw?*

Lo spettro degli autovalori dell’hamiltoniana H ¢ quindi

1 E?
E,=hw(n+ =)

27 9muw?

L’equazione del moto e data da

la cui soluzione &

{ z(t) = Acoswt + Bsinwt
p(t)

=m% = mw(—Asinwt + Bcoswt)
le cui condizioni iniziali sono #(0) = z(0) — -Z; =
saranno quindi

{ (Z(t))n = (2(0) —

%M coswt + (p(0)), sinwt = _wfﬂ cos wt
(p())n = mw(—(2(0) — -£3), sinwt + (p(0)), coswt) = £

w

A, p(0) = B. I valori medi al tempo ¢

sinwt ’
usando la coordinata iniziale x

{(x(t)>n=<~(t)+ Thn = e

—in = 3 (1 — coswt)
(p(t))n = gsinwt ’
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